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ПРОСТЫЕ ФОРМУЛЫ РАЗЛОЖЕНИЯ В ЦЕПНУЮ ДРОБЬ 

С.Н. Гладковский 

Автором предложены элементарные формулы разложения в цепную дробь. Приведены примеры. 
Ключевые слова: непрерывная дробь, цепная дробь. 

1. Введение 

Как известно, (см., например, [6, 3.10.1.(6), с. 28]), 

+ ^ + ,1= 1 и \ и 1-\ (Л\ 

и\ иг и п и\- и\+иг-'" и п -\+и п ' ^ ' 

Запишем (1) в таком виде: 

^) = Е^^ = ^ + ^р^,где (2) 

Е к = и к + и ш - ф-\ к = 0, 1,2,3, ... (3) 

Еы-2 = им-2 + илм — ^ -1 ; (4) 
Ем-\ = им-\ + им ■ (5) 



Назовём (3) к -м звеном цепной дроби 

До(лм) = т + иг - +„ ••• 2 , (6) 

"■N-1 

и N-2 + — ^ 

/ідг-1 

ряд С(Л0 - исходным, а 2?о(лм) - его (ІѴ- 1)-ой подходящей дробью. 
Условие (5) необходимо - оно обеспечивает тождественное соотношение (2) (ІѴ— 1)- 
подходящей дроби #о(лм) и суммы ряда С(/Ѵ) для любого конечного N. 
Нетрудно убедиться, что приведённые в [6, 3.10.1.(6), с. 28] формулы 

1 + Ъг + ЪгЪъ + ЪгЪъЪа, + ... + Ъ2ЪъЪ\...Ъ п = 
_ 1 Ь 2 Ьз Ь п 



(7) 



1- Ь 2 + 1- Ьз + 1-'"Ь п + \ 
и 

_1 Х_ , X 2 , , (_л \п Х п 

ао аоа\ а^а\аг ^■■■^\ ѵ ) ат\аі...а п 

= 1 арх а\х 2 а п -\х 

ао + а\ —х+ сі2 -х+ а п -х ^ ' 

есть частные случаи (2). 

Интересен случай, когда N — > оо. Перепишем (2) следующим образом: 

Ещ-і) = и 0 + — т— (9) 

Определяя значение нулевого звена цепной дроби (3) как 

Ео = .Ео(оо) = 1ітлг_ > .оо.Е'о(лм) (10) 

имеем: 



Е 0 = ио + 1 7-. (П) 



ио 
с.1 



Возможны следующие случаи: 

1. Исходный ряд С(Л0 = Хп=о расходится, не имеет предела, но \С{И)\ < оо для любого 
неотрицательного целого числа N . 

2. Исходный ряд С(7Ѵ) расходится: 1ітл^оо|С(Л0| -> 00 • 

3. Исходный ряд С(7Ѵ) сходится и Ііт^оо С(Ы) = С 

Первый случай очень сложен, его рассмотрение выходит за рамки данной работы. 
Второй случай. Поскольку 1іт;ѵ->а>|С(ІѴ)| — > оо, то из (1 1) имеем: 

Ео = щ . (12) 

Третий случай. Поскольку Ііт^оо С(/Ѵ) = С, то из (11) имеем: 

Е 0 = т + Ц- (13) 

г і- 

ь МО 



или 



Ео - но 
2. Формулы. 

2.1. Двухступенчатая цепная дробь. 

Одноступенчатому звену цепной дроби можно придать вид двухступенчатой цепной 
дроби. Полагая 

и-і - определена, ограничена, 
и-\ = и п =-\ Ф О, 
иі Ф О, і = 0, 1,2,3, ... 

в= *Ь± ф0 > (15) 

А = - ф о, 

\иоС - 1 1 Ф О ни при каких И, / 

X - некая, не равная тождественно нулю константа, Оо - нулевое звено цепной дроби, 
получим: 

Вп=ХхА+ — | хД , (16) 

для второго случая 

^О-ііт)*' (17) 
для третьего случая 

или 

С ^( 1+ Оо-0 У ^)0 

2.2. Цепные дроби для сходящихся рядов. 

Рассмотрим формулы для сходящихся рядов. Далее, дабы не повторятся, полагаем к 
неотрицательным целым: к = 0, 1,2, . . .; подстановки полагаем верными для всех таких к. 

2.2.1. Цепные дроби для функций, представляемых одним рядом. 

с.2 



Для дальнейшего изложения удобно положить а к 
формулы (3), (13), (14) примут вид: 



С = Хы) а к = а 0 + 

\Ѵ к = а к + а к +\ - 



, где 



(20) 



Пусть МѴ к = а к +\Т к , В к = -^- Ф 0 . Тогда формулы (20) примут вид: 



Тк=\+В к 



= Ч 1 + т^тУ 



в к = 



а к 
а к +\ 



Ф 0 



В к 



Т к - 



+1 



(21) 



Если существует предел \\ѵл к -^В к = К , то К- радиус сходимости исходного ряда ( см., 
напр., [3, гл.З, §2, п. 2, с. 142]). 

2.2.2. Цепные дроби для функций, представляемых в виде суммы двух рядов. 

а) Часто оказывается возможным представить исходный ряд в виде суммы двух: 

^ = 2Хо ак = И к =о( А (к) + В(к)). Пусть аік = А(к), сі2к+\ = В(к), тогда 

\Ѵ 2к = а 2к + а 2к+ і - а \^ 2к+2 ■ \Ѵ 2к+1 = а 2к+ і + а 2к+2 - аі \^ а2Ш ; полагая Щ = \Ѵ 2к , 

ІІ к+ і = М/ 2к+2 окончательно получаем: 

■5 = ТиШ) + В(к)) = А(0) + 

Ѵ к = А(к) + В(к) 



А(0Ж0) 
Щ -В(0) 
А(к)А(к+\) 



В(к)+А(к+ 1)- 



В(к)В(к+ 1) 



(22) 



б) Формула (22) может быть упрощена, если положить Ѵ к = — + 1 ^ : 

ОД = Т1 0 (А(к) + В(к)) = А(0) х бо 
йк = 1 + 



А(к) 
В(к) 



Аік) 
В(к) 



В(к) 



1 + 



А(к+\) 



(23) 



2.2.3. Цепные дроби для функций, представляемых в виде суммы трёх рядов. 

Иногда оказывается возможным представить исходный ряд в виде суммы трёх: 

5 = 2Хо а ь = 2Хо( А (^) + в ( к ) + ОД)- П У СТЬ а ^ = А (к), = В(к), а м+ 2 = ОД, тогда 
Ш = азк + аъш - а \^ Ък+1 ; М/ъш = а Ъ ш + а 3к+2 - а у з * +3 ; 

ѴѴз/с+1 ѴѴЗк+2 

У^ък+2 = а 3к+2 + а 3к+ з - а зк+2.аз к+ 4 полагая ц к = у/ ък ц ш = \у 3к+3 , окончательно 
получаем: 



с.З 



■5 = Шоіт + ОД + ОД) = А(0) + 



С/о = 5(0) + 



А(0Ж0) 



5-А(0) 
I/* = А(*) + ОД 



А(0Ж0) 
С/ 0 -5(0) 

А(*)ОД 



ОД + ОД - 



В(к)А(к+ 1) 



ОД+А(& + 1)- 



С(к)В(к+\) 



+і 



(24) 



Формула (24) может быть, как и в предыдущем случае, подстановкой 
13 к = В(к)^ ^ + 1 ^ приведена к виду (25) : 

5 = Х^СОД + В(к) + ОД) = А(0) х е 0 
6* = 1 + 



од 

ОД 



А(к) 
В(к) 



В(к) 

ОД 



+ 1 - 



од 
од 



од 



(25) 



і | Мк+1) 

2.2.4. Цепные дроби для функций, представляемых в виде суммы четырёх рядов. 

Бывает возможным представить исходный ряд в виде суммы четырёх: 

5 = 2Хо а к = ИІоіМк) + В(к) + ОД + ОД). Пусть а 4к = А(к), а 4к+ і = В(к), а 4к+ 2 = ОД, 
а 4к+ ъ = 0(к), тогда 

Ш -г, _і_ ^ <2 4^4^+2 . тд/ _ _ , _ СІ 4 к+\ а 4 к+Ъ . 

ѵѵ 4 к - а 4 к + а 4 к+\ , ѵѵ 4 к+\ - а 4 к+і + а 4 к+2 ттт , 

ѴѴ 4 к+1 ѴѴ 4 к+2 

ш -г, _і_ г, а 4 к+2а 4 к+ 4 . тд/ _ _ , _ а 4 к+ъа 4 к+5 . 

п 4 к+2 - а 4 к+2 + а 4 к+ъ 777 , уѴ 4 к+з - а 4 к+з + а 4 к+ 4 ттт , 

уѵ 4 к+ъ Уѵ 4 к+ 4 



полагая ІЗк = \Ѵ 4 к, ІІк+і = \Ѵ 4 к+ 4 , окончательно получаем: 

А(0Ж0) 



5 = І^СОД + ОД + ОД + ОД) = А(0) + 
13 к = А(к) + ОД 



С/о - 5(0) 
А(к)С(к) 



В(к) + ОД - 



ОДОД 



ОД + ОД - 



ОДА(&+ 1) 



ОД+А(& + 1) 



ОДД(ЬьГ) 
С/* + і 



(26) 



Как и в предыдущих случаях, используя соответствующие подстановки, (26) можно 
придать более простой и наглядный вид. Например, часто используемая: 

5 = 2Хо( А (^) + ад + ОД + ВД) = А (°) х Со 



е* = і + 



і 



од 
ад 



од 
ад 



од 



ад + од - 



адод 



од + од - 



ОДА(&+ 1) 



А(^+ 1) + 



ад 
е 



(27) 



Аналогичными рассуждениями выводятся формулы на случаи использования шести 
с.4 



рядов, а также восьми, и, что гораздо реже встречается, более рядов. 

2.3. Цепные дроби с изменяющимся периодом для сходящихся рядов. 

Автору не удалось найти в литературе даже упоминания о существовании цепных 
дробей с изменяющимся периодом; для наглядности приведём пример такой 
арифметической цепной дроби с увеличивающимся на единицу периодом: 

[5; 1,5,1, 1,5,1, 1,1,5,1, 1,1, 1,5,1, 1,1,1, 1,5,...]. 

Для представления функциональных цепных дробей с изменяющимся периодом 
удобно пользоваться рекурсивной формой записи её звеньев, принятой в данной работе. 
Ввиду громоздкости общей формулы, приведём построение на примере ряда вида 

5 = И1 0 Ф(к,х)(Т,1 0 Ь т ), (28) 
(для уменьшения размера формул запишем Ф(к,х) как Ф(к)) для которого 

1+ „, Ф( І2?Л, 1 (29) 



= Ф(0)Ь 0 ( 



у/ 0 = Ф(0)Ьо + Ф(1)Ьо- 



\Ѵо-Ф(1)Ь 0 

Ф(0)Ь 0 х Ф(1)Ьі 



У/х 



Ф(1)Ь 0 хФ(2)^о 



У/і = Ф(1)Ь 0 + Ф(1)Ьі . ... , ^ 

Ф(1)Ь 1+ Ф(2)Ьо ФО^хФ^ 



У/ г = Ф(2)Ь 0 +Ф(2)Ьі - 



У/ 2 

Ф(2)Ьо х Ф(2)Ь 2 



Ф(2)Ь 1+ Ф(2)Ь 2 Ф(2)^і х Ф(3)Ь 0 



Ф(2)Ь 2 + Ф(3)Ь 0 - Ф ^ з Ф ^ 



Щ = Ф(3)Ь 0 + ФДО, Ф(3^оФ(3)Ь 



ФОУЬг + Ф(3)Ь 2 Ф№Ф(3)Ь 



Ф(3)Ь 2 + Ф(3)^ Фда 2 Ф(4)Ьо 



Ф(3)^ + Ф(4)^о-^ (3)ЬФ(4) ' 1 



У/ л 

и, обобщая, 



\Ѵ к = Ф(к)Ы + Ф(*)*і Х Ф{К)Ъ 



Ф{к)ъ, + Ф да 2 - . . . ф(*)^іх Ф( * + і)* 



Ф(к)Ъ к + Ф(к + 1 уЬо - ф (*)** хф (* +1 )*' 



Изо 



У/ш 

Во многих случаях - в зависимости от вида общего члена исходного ряда - есть 
возможность существенно упростить эти формулы. 

3. Примеры к некоторым формулам. 

Выбор примеров определялся соображениями наглядности, простоты формул общего 
члена рядов и отсутствием громоздкости конечных результатов (например, для функций 
ехр(х) соз(х), ехр(х)зіп(х)). Исключение составляет разложение с растущим периодом для 

тт( х ) = 1 х2 (І ~ х ) 

У > х(1 -х)(1 +х) + 1п(1 -х) ' 

вынесенное в приложение. 

3.1. Пример к формулам (16), (19) - двухступенчатая цепная дробь. 

Пример Известно, (см., напр., [6, гл.7, 7.1.6, с. 120]) 



с.5 



откуда 

иіс 



(2х 2 ) 



" ' И ~ — ~ Л - " " 



Пй(2р+1) 



(2х 2 )* +1 



2х 2 



= _1_ 

г 2 



1 



и полагая X = х 2 , после подстановки (.О^ = -^-И^+г) и упрощений имеем 



т = 2 + 



і 



Щ -2х 2 -1 
2x1 



1 + 



2к+ 1 



(31) 



3.2. Примеры функций, представляемых одним рядом - к формуле (21) 

Пример 1 . Пусть 

(-1)" 



ад = 2Хо 



Функция 5(х). имеет особые точки на полуинтервале вещественной оси (0; -у] 



х = -^, где/У = 2, 3, 



Тогда 



и: 



натуральное. 



х 



П^ + 2 -т) 

Радиус сходимости исходного ряда 7? — > оо. 

После соответствующих подстановок (7* = — ^ +І ) и упрощений получим 



ад = 2Х 



№о = -х + 



(-1)* 



ад 



Щ = (* + 1)х- 1 + 



х((& + 2)х- 1) 



(32) 



Интересно, что 

Хх) = і-^-Гі-— л—') 
уѵ 7 х - 1 V №0 +х ; 

= 1 + х + 2х 2 + 5х 3 + 15х 4 + 52х 5 + 203х 6 + 877х 7 + 4140х 8 + 21 147х 9 + . . ., где 
коэффициенты суть числа р, п = 4" УГ-п ^т", (см. напр., [3], гл.6, §1, (6.38), с. 333 ). 

Пример 2. Известно, (см., напр., [5, 5.2.16.4, с. 568]), 
ѵос (-1)Ѵ*Г(2* + т) 



= г 1 - т / т -ѵ(2г)х/ ѵ _ 1 (2г). 



ИГ(* + т)Г(* + ѵ)Г(^ + Ш-Ѵ+1) 



с.6 



Тогда 

а к 



(-\) к 1 2к Т(2к + т) 



к\Г(к + т)Г(к + ѵ)Г(к + т - ѵ + 1 ) ' 

(к + т - ѵ + 1)(к + т)(к + ѵ) 



в к = ^ = -Мк+\) 



ао = 



1 



Г(ѵ)Г(1 + т - ѵ) ' 



То = 1 + 



ао 



С(г) - «о 



= 1 + 



(2к + т)(2к + т+ 1) 



1 

Г(ѵ)Г(1 + т - ѵ)С(г) - 1 



После соответствующих подстановок (7* = - 



і 2 (2к + т)(2к + т+ 1) 



) и упрощений 



получим 

С(г) = г 1 " т / т -ѵ(2г) х 7 ѵ _і(2 г ) = 
[/о = -г 2 т(т + 1)^1 + 



^ 1 2 т{т + 1 ) 
Г(ѵ)Г(1 + т - ѵ) V ~ С/ 0 + г 2 т(т+ 1) 



1 



-г) 



Г(ѵ)Г(1 + т - ѵ)С(г) 
1Г к = (к+ і)(к + т-ѵ+ 1)(к+ т)(к + ѵ) - г 2 (2& + т)(2& + т + 1) + 
2 (&+ 1)(& + т- ѵ + ІХЬьтХЬь ѵ)(2^ + т + 2)(2^ + т + 3) 



МЗЗ) 



+і 



Интересны следующие случаи: 

а)т-ѵ = ѵ-1,то есть т = 2ѵ - 1 ; тогда 



С(і) = ^(/^(2г)) 2 = 



1 



2г 2 (2ѵ- 1) 



бо = -2г 2 (2ѵ-1) 1 + 



Г 2 (ѵ) V бо + 2г 2 (2ѵ-1) 
Г 2 (ѵ)г 2 - 2 ЧЛ-і(2г)) 2 - 1 ) 



И34) 



е , = ( к + т + Ѵ )( к + 2ѵ - 1) - 2г 2 (2^ + 2ѵ - 1) + ІІІ^Ш^гШ^ 

и.к+\ 



Полагая ѵ = Ъ + 1 , имеем 

ль 



^(2г) 2 = * , - 1 - 



2г 2 (2Ь+ 1) 
Г-(/7+ 1) Г бо+2г 2 (2^ + 1) 

т2& 



;Ьф-і,- 



<2о = -2г 2 (2^ +1) 1 + — 

V Г 2 (^ + 1)/,(2г) 2 -г 26 ) 

йк = {к+ \){к + Ъ+\){к + 2Ъ+\)-2і 2 {2к + 2Ъ+\) + 

| 2т 2 {к +\){к + Ъ+\){к + 2Ъ+\ ){2к + 3 + 2Ь) 



И35) 



б) Ъ = у , получим 



Л(2г) 



2 _ 1 



;;г зіп 2 (2г), откуда после упрощения и подстановок имеем: 



5, = (* + 2)(2к + 3) - 8г 2 + 8г 2Й±2Ж+Ц 



И36) 



с.7 



Или 



Со = 2зіп 2 (г) 



г 2 - §іп 2 (г) 



Н37) 



откуда 



О к = (к+ 2)(2к + 3) - 2г 2 + 2г 2^±2Ж±11 
созес 2 (г) = —4 — = \ + 



зіп 2 (г) 

со8 2 (г) = 1 - г 2 + 2 ^ 2 
Со + 2г 



2Г„\ _ 1 

1-г 2 



зес 2 (г) 



1 + 



2і1 



(г 2 -1)С 0 -2г 



ИЗ 8) 



*Е 2 (г)= 1 + — 2 п _ _ 2 , 

1 - г \ (г - 1 )Со - 2г 7 у 

С, = (* + 2)(2& + 3) - 2г 2 + 2г 2 ^ + 2 }? к + 3) 

3.3. Примеры функций, представляемых в виде суммы двух рядов - к формуле (23) 

Пример 1. Известно, (см., напр., [6, 7.1.5, с. 120]), 

Г 0 е Х р(-х 2 Ѵх = хЕ- 0 ^^-. 



;В(к) = - 



Лк+2 



ПустьА(^) (2^)1(4^+1)'"^ (2к + 1)!(4* + 3) 

Тогда - 1 2к+1 (Мс I ЗУ В(к) - 2 (к I і И* +5 - 

ІОГДа ОД _ х 2 4*+1 С4/С + ЗЛ А(*+1) " х 2І } 4^ + 3' 

откуда, после подстановки в (23) и несложных преобразований имеем: 

/; ехр(-х 2 Ух = х^1 0 (А(к) + В(к)) = ^ 

2 х 4 (4&+1) 
К к = х 2 ^ — — — у (39) 



Кк+і 

После замены х = іг и упрощений получим 



Г 0 ехр(г 2 )*=^ 
Ѵ?к = г 2 + 



"Л 



г\Ак+ 1) 



М40) 



-У 



Пример 2. Известно, (см., напр., [4, гл.З, §1, п. 2, I е , с. 93]), 

{-\) к х 2к 



5ІП(Х) = ХХГ=0 



(2*+ 1)! 



Пусть А(*) = * ... ;Д(&) = 



(4& + 1)! 



(4^ + 3)! 



с.8 



Тогда 



В(к) 



= -^(2к+\)(4к + 3); 



В(к) 



А(к+1) 



= -4(^ + 1)(4^ + 5); 



после несложных преобразований имеем: 

вт(х) = х^1 0 (А(к) + В(к)) = Щ- 
созес(х) = -^- 

ЛО 



К к -- 2 



х^ - 



И41) 



2(2к+ 1)(4к + 3)- 



2(2к + 1)(4Л: + 3) 
4(к+\)(4к+5) 



1 - 



К 



После замены х = іі и упрощений получим 



"Л 



г 2 + 



2(2к + \)(4к + 3) - 



2(2к+ \)(4к + 3) 



У (42) 



1 + 



4(к+ \)(4к + 5) 



Пример 3. Известно, (см., напр., [4, гл.З, §1, п. 2, 2 Е , с. 93]), 

(-1) к х 2к 



С08(х) = ХГ= 



(2*)! 



Пусть А(к) = -%—;В(к) = * 



(4^)! 



(4* + 2) 



Тогда 



А(*) 



4-(4*+1)(2*+1); — Ш_ 



ВД * 2 /ѵ "А(*+1) 

после несложных преобразований имеем: 

со5(х) = Е^(А(*) + ад) = ^ 

§ес(х) = ^ 



-(4*+3)(*+ 1); 



тй— 2 



И43) 



х 1 - - 



2(2к+ 1)(4к+ 1)- 



2(2&+ 1)(4& + 1) 



1 - 



4(&+ 1)(4& + 3) 



/г 



к+1 



После замены х = г'г и упрощений получим 

ад - ^ 

^ = г 2 + 



2(2* + 1)(4* + 1)- 



2(2& + 1)(4& + 1) 



И44) 



1 + 



4(Л: + 1)(4& + 3) 



3.4. Примеры функций, представляемых в виде суммы трёх рядов - к формуле (25). 

Пусть 

(-4) к х 4к . ч _ (-4) к х 4к+1 . ТТП ч _ _ (-4)*х 4 *+ 2 . ч _ _ (-4)*х 4 * +3 



(4*)! 



(4* + 1)! 



Щк) = 2- 



(4^ + 2)! 



■; ею = 2- 



(4^ + 3)! 



5(0) = 1; 7X0) = х; 1/(0) = х 2 ; 6(0) = |х 3 



с.9 



тогда (см., напр., [4, гл.З, §1, п. 9, 1 Е -6 Е , с.1 13,1 14]), 

ІХо(ВД + 17(к) + й(к)) = ехр(х) 5 іп(х) 
2Хо(ЗД + Т(к) - й{к)) = ехр(х)со 8 (х) 

Пример 1 . Подставляя значения Т(к), ІІ(к), (2(к) в (25), после несложных подстановок и 
упрощений получим 



ехр(х) зіп(х) = х + -рг^ 



Со -х 



Сп = (2п+ 1) + х 



(2п+ 1)х 



(4п + 3)+х + 



(4гс + 3)х^ 



У (45) 



2(л + 1)(4п + 5) - х 2 - 2(П + ^ + 5)Х 



Меняя х на -х, получим: 



8Іп(х) 
ехр(х) 



= X - 



Но+х 



со§ес(х) ехр(х) = \- + ~п~ 
л по 

Я„ = (2л + 1 ) - х + 



(2п + 1)х 



М46) 



(4и + 3)-х + 



(4л + 3)х 2 



2(л + 1)(4гс + 5)-х 2 + 



2 2(л+ 1)(4и + 5)х 



Я 



и+1 



Подставляя значения 5(&), Г(&), -<2(&) в (25), после несложных подстановок и 
упрощений получим 



ехр(х)соз(х) = 1 + 



Ѵо-х 



Ѵ к = (4к+\) + х + 



х 2 (4к+ 1) 



(2& + 1)(4^ + 3)-х 2 - 



(2к+ 1)(4к + 3)х 



2& + 2 + х - 



(2* + 2)х 



Ѵ к . 



+і 



(47) 



Меняя х на -х, получим: 



соз(х) 
ехр(х) 



= 1 



Яп + 1 



зес(х)ехр(х) = 1 + 



Н к = (4к+ 1)-х + 



Яо + 1 - х 



х 2 (4& + 1) 



(2к + \)(Лк + 3) - х 2 + 



(2к+ 1)(4^ + 3)х 
2^ + 2-х+ (2 І +2)Х 

Я^+1 



(48) 



Пример 2. Подставляя значения Г(&), ІІ(к), (2(к) в (25), после несложных подстановок и 
упрощений получим 

(-А\ к х 4к (-АЛ к г 4к+1 (-АЛ к г 4к+2 (-АЛ к г 4к+3 



(4*)! 



(4& + 1)! 



(4& + 2)! 



(4^ + 3)! 



5(0) = 1; 7X0) = х; 1/(0) = х 2 ; 6(0) = |х 3 



с.Ю 



ехр(х) 8Іп(х) = хѴѴо 



2к + 1 - 



х(2к+ 1) 



4к + 3 + х - 



(4к + 3)х 2 



У 



х2 _ 2(к + \)(4к + 5) 



;+1 



(49) 



Меняя х на -х, получим: 

ехр(-х) 8Іп(х) = х\Ѵо 



ехр(х) созес(х) 
Щ=\ 



= _\_ 
' х\Уо 



2к+1 + 



х(2к+1) 



4к + 3-х- 



(4к + 3)х 2 



х2 2(к+\)(4к + 5) 



+і 



(50) 



Подставляя значения 8{к), Т(к), -(2(к) в (25), после несложных подстановок и 
упрощений получим 

ехр(х)соз(х) = ѴѴо 



\Ѵ к =1 + 



(4к+ 1) + 



Меняя х на -х, получим: 



х 2 (4к+ 1) 



(2^ + 1)(4^ + 3)-х^-^ +1)(4 ^ 3) 



^ (51) 



х + 



2(&+ 1) 



С08(х) 

ехр(х) 



зес(х) ехр(х) 



Кк = 1 



= _1_ 



(4^+1) + 



х 2 (4^+ 1) 



(2^ + 1)(4^ + 3)-х 2 - х(2 ^ +1)(4 ^ + 3) 



х - 



2(^+1) 
7? 



(52) 



3.5. Примеры функций, представляемых в виде суммы четырёх рядов - к формуле (27) 

Пример 1. Как известно, (см., напр., [4, Приложения, I, §2, п.З, 14 Е , с. 163]), 



1 



созес 3 (х) 

81П ( 

„ _ п2к„4к+1 _ ч _ _ п2*Ы-1 ѵ 4іЫ-3 , „ ѵ 4&+3 

ПустьА № ) = -і^; ВД = л&т». ОД = і^г; ад = -^з). 



8ІП 3 (х) 3 8Іп(х) - 8ІП(ЗХ) 
-• «:П = 

(4к+ 1)! 



тогда 



X ИкЖк) + В(к) + ОД + ОД) = (8іп(х)) 3 . 



4 

Подставляя значения А(&),.В(&), С(&) и /)(&) в (27), после несложных подстановок и 
упрощений получим 
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С05ес з ( . і) = _^ 1 + _1_) 



"Л 



5 0 = 



^(8ІП(Х)) 3 + Х 



5 к = 1- 



х2 | 2(^+1)(2^ + 3) 



9*+і _ 



(53) 



Пример 2. Как известно, (см., напр., [4, гл2, §1, п. 2, 1 Е , с. 49]), 



'*=° (&)! 
а) Пусть 

ад = т^г; ад - 



(2к)\ 



С(к) - 



2к+\ 



г 2к+\ 



(2к)\ ' ~ ѵ ' ѵ/ (2^+1)! ; ° (к) ~ (2к+ 1)! ,Т0ГДа 

Т1 0 (Мк) + ад + ад + од) = 2 свд 



Подставляя значения А(к),В(к), С(к) и 0(к) в (27), после несложных подстановок и 
упрощений получим 



2сЬ(х) = (2о 

е* = і + 



і 



2 2(*+1)(2*+1) 

Си 



(54) 



После замены х = іг и упрощений имеем 
2 соз(х) = Ко 



§ес(х) = 



Кг 



К к =1 + 



1 



1 - 



х2 2(к+\)(2к+\) 
Кк+і 



(55) 



Лк 



г 2к 



Лк+1 



г 2к+\ 



б) Пусть 

А(к) = ОД = -^, ОД = ОД = тогда 

Х1 0 (А(к) + В(к) + ад + ОД) = 2 8 ВД = А(0)бо 

Подставляя значения А(&),.В(&), С(к) и /)(&) в (27), после несложных подстановок и 
упрощений получим 

2зп(х) = бо 

1 



<2к = 1 - 



1 + 



2 А: + 1 - х ■ 



2к+ 1 



(56) 



2- 



х + 



2^ + 2 

йк+\ 
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Приложение 1. 

х 2 (1 -х) 

ПРИЛОЖЕНИЕ 1. Пример разложения функции ІІ(х) = 1 г-г-^ — г — -г—- г- в функциональную условно-периодическую цепную дробь с 

возрастающим периодом 

ад = 1 + 2 2 . 

1 27 



1+2- 



1 + 4- 



2 1 

1 + — ^ 



Зх 1+2- 



1 + 4 



2 _4 

3 



1 + 4- 



з _!_ 
1 + 4 — 



4х 1+2- 



1 + 4 2 



2 А_ 

3 



1 + 4- 



3 _5 

1 + 4 л 



-і і 

1 + Л 5^ 



5 * 1+2-7? 
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Приложение 1. 



1 + 4- 



2 ± 
1 + 4 3 



3 5 



1 + 



4 



1 + 4- 



6_ 

^ _І_ _1 6х_ 



6х 1+2- 



1 + 4 2 - 



2 



1 + 4 



3 _5_ 

1 + 4 4 



4 6 



1 + 4 



5 



1+7. б 

1 т 6 1 



1 + Л 

7х 1+2- 
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8.К Сіасікоѵзкіі 

Тпе еіетепіагу Гогтиіа'8 оГ іпе сопііпиесі ігасііоп ехрапвіоп Гог 

ІІДПСІІОП'8. 

ТЬе аиіог ргорозе Йіе еіетепіагу &>гти1а'8 ог Йіе сопііпиеё &асІіоп ехрашіоп йг 
йіпсііоп'8. ТЬе зітріезі ехатріез аге §іѵеп. 
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